Egy tetogeometriai alapképlet néhany alkalmazasa

El6z6 dolgozatunkban — melynek cime:

Egy tetogeometriai alapképlet skaldris levezetése — sik - trigonometriai uton levezettiik a

COSY = — COS Q1 * COS P, + Sin @, " sin @, * cos &

(K)

képletet, melyet nyugodtan hivhatunk tetdgeometriai alapképletnek. Ugyanis az & szoget
bezaro ereszvonalakbol induld, ¢, €s @, hajlast tetdsikok y lapszogét is meghatarozhatjuk
vele. Most azt nézziik meg, hogy milyen esetek johetnek valoban szoba ( K ) alkalmazasa

soran.

A (K) keplet a 4 db szog - adat kozti kapcsolatot irja le; ez azt is jelenti, hogy az 1db

egyenlet 1 db szog ( szogfliggvényének ) meghatarozasat teszi lehetove.

1. eset
Adott: &, @1, @,.
Keresett: i .

Ekkor kézvetleniil ( K') - bol:
Y = arccos(—cos ¢4 * cos @, + sing; - sin@, - cos¢) .

2. eset
Adott: l/) y P1, QP2 .
Keresett: ¢ .

Most ( K ) atrendezésével:
cos P +cos @1 Ccos @y
sin @1+ sin @y
€OS Y +cos @1 COS @3
sin ¢ 1-sin ¢y ) '

=Cosg —

&= arccos(

3. eset
Adott: ¢, Y.
Keresett: o1 = ¢, = ¢ .
Ekkor (K)) - bol:
cosyP = —cos? ¢ + sin® ¢ - cose = —(cos? ¢ —sin ¢ - cos€) =

= —(1—sin?¢ —sin? @ -cose) = —[1 —sin® ¢ (1 +cose)],
1+cos Y

1+cos €

1+cos Y

=sin’¢ — sing =

cosyp =sin®¢@-(1+cose)—1 -

innen:

14+cose ’

(1)

(2)



Q1= @, = arcsin( 1+COS¢) : (3)

1+cos €

4. eset

Adott: ¢, ¥, ¢,.

Keresett: ¢4 .

Ekkor kiindulunk ( K ) masként rendezett alakjabol:

COS = —coS Q" COS P, + sin¢g - sing, - cose -

(sing, - cos¢) - sing; + (—cos@,) - cos@; =cosy ; (4)
uj jelolésekkel:

@, =x, a=sing, cose , b=—cosp, , c=cosy , (5)

majd (4)és(5) - tel:
a-sinx+b-cosx =c . (6)

A (16) egyenlet egy ismert tipusu trigonometrikus egyenlet —Id. pl.: [ 1 ]!

Megoldésa zart alaktl képlettel is lehetséges. Jelen esetben a masodfoku egyenletes meg -

oldasi méd tlinik célszeriibbnek — pl. a segédszoges megoldasi modhoz képest.
A részletek az aldbbiak.
Trigonometriai azonossagokkal:

; : . 2-sinZ-cos> tg
smx=sm(2-£)=2-sm£-cosf=%: %
2 2 2 smzz + cos 25 1+ thE
cos?Z —sin?% 1 —tg?Z
Cosx=cos(2-£)=coszf—sin2£= 2 2 = 2 (712)
2 2 2 sin®+cos?;  1+tg?s
Most (6)és (7)) - tel:
tg> 1—tg2%
a-2- L ) t=c. (8)
1+tg? 1+tg2s
Rendezve:
2-a'tg§+b'(1 — tg2§)=c-(1 + tgzg) )
2-a-tgz+b—b-tg’s=c+c-tgly,
(c+b)-tg2§—2-a-tg§+(c—b)=O. (9)

A (9 ) masodfoku egyenletet a megoldo - képlettel megoldjuk, az

(7/1)



u=tg§ (9/1)

helyettesitéssel is élve:
(c+b)-u>—2-a-u+(c—>b)=0;
2-aty/4-a?—4-(c+b)-(c—b) _ 2-ax2-Ja’—(c+b)-(c—b) _ axya’—(c+b)-(c—b)

Uy » =
L2 2:(c+b) 2:(c+b) c+b ’

A atya?—(c?-b?) _a+tva®+b?—c? (10)
Lz — c+b - c+b !

most (9/1)¢és(10) - zel:

x X atVva?+b2—c? x a+Va?+h2-c?
(tg—) =tg—=% = - —£ = arctg -
2712 2 c+b 2 c+b

at+va’+b2—c?
c+b ’

X1 =2 arctg(
innen:

a+VaZ+bZ—c? a—m) (11)

x1=2-arctg( p— ) ,x2=2-arctg( —

Az (5)e¢s (11)kepletekkel eldttiink all a (4 ) egyenlet 2 db megoldasa.
Ennél Iényegesen egyszeriibb és kényelmesebb a (4 ) egyenletet rogton a szamadatokkal

felirni és grafikusan megoldani. Példaul az el6z6 dolgozatban alkalmazott / kapott
@, =60°, ¢ =120°, Y =131,2800169° (A)

adatokkal / eredménnyel és ( 11 ) - gyel némi szamolas utan kapjuk, hogy:
®110um = 36,78678973° , @12 um = 44,99999957°. (E1)

A grafikus megoldast az 1. abra szemlélteti. Ezek szerint:
©1.1,9raf = 36.78678969° , @12 grar = 44.99999961 . (E2)

Latjuk, hogy a kétféle uton kapott eredmények kozti eltérés a fok tizmilliomod részében
van, igy az mar teljesen jelentéktelennek mondhato6. Ezek szerint a végeredmény:
(pl,l = 36,80 ) @1’2 = 45,00 . ( E3 )

Az el6z6 dolgozatbeli példaban ¢, = 45° volt, mellyel yw ( A/ 3) - beli értékét megkaptuk.
Latjuk, hogy ¢ - re két hasznalhatd eredményt is kaptunk; ugyanis mindketté megfelel a
0 <@, <90° feltételnek. Erre — meglehet — nem szamitottunk.

Elképzelhetd, hogy vizsgalodasunk gyakorlati haszonnal is bir.
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M1. Az ( E1 ) eredményeket tudomanyos zsebszamologép alkalmazésaval allitottuk eld.

M2. Fentebb azt irtuk, hogy a ( K ) egyenlet 1 db szog ( szogfiiggvényének ) meghataro -
zésat teszi lehetdve. Lattuk, hogy a (9 ) masodfokt egyenletnek ugyanarra az 1db szog -
fliggvényre 2 db megoldasa is adodott; vagyis tényleg nem mondhatjuk azt, hogy 1 db

egyenletbdl altaldban 1 db szog értékét hatarozhatjuk meg, megoldasként.

M3. Ezek utan érdemes lehet feladatokat kitalalni és azokat megoldani, gyakorlasként.



Egy ilyen lehet az alabbi is.
A feladat

Egy tet6épitési feladat soran derékszogii lapszoget kell kialakitanunk.
a) Milyen Osszefiiggésnek kell fennallnia ekkor a tetd jellemz6 szog - adatai kdzott?
b) Milyen Osszefiiggéseket kapunk, ha a tetésikok egyezo hajlasuak?

A megoldas

a) A (K)képletben érvényesitve, hogy

Y =90° - cosy =0, igy kapjuk, hogy:

— COS Q1" COS @Y, +sing, -sing, -cose =0 -

singq - sing, - cose = cos@ - cos@p, — tgp, -tgp, cose =1 . (a)

b) Most (a) - ban érvényesitve a ¢; = ¢, = ¢ kovetelményt:

1 1 1
tglp=—— - tgp = (== — ¢ = arctg(==) ; (b)
vagy:
cose = - £=arccos( . ) - 45° < ¢ < 90° (c)
tg2 ¢ tg? g '

Ezen eredmények szerint derékszogili lapszog akkor johet 1étre, ha az ereszvonalak
hegyesszoget zarnak be, a tetdsikok hajlasa pedig jellemzden a 457 és 90° kozotti szog -
tartomanyban marad. Ez magastetok ¢s meredek tetdk esetében allhat elo.

A derékszogli lapszog eldirasa érdekes lehet pl. akkor, ha az élgerincet derékszogii szog -
vassal kivanjuk kialakitani.

1. PELDA

Derékszogili lapszoget kivanunk kialakitani 60° - os hajlast tetdsikokkal.
Mekkora lehet az ereszvonalak 4ltal bezart szog?
Vilasz:

& = arccos (tg;(p) = arccos (tg21600) = 70,529° ~ 70,5°, (d)

tehat az ereszvonalak ekkor 70,5 - os szoget zarhatnak be.



2. PELDA

Derékszogl lapszoget kivanunk kialakitani 45° és 60° - os hajlasu tetdsikokkal.
Mekkora lehet az ereszvonalak altal bezart sz6g?

Valasz:
tgp; "tgpy-cose =1 — tg45°-1g60°-cose =1 — cose =1.1_\/§ -
€ = arccos (\/1_§) — 54,7360 ~ 54’70’ (e)

tehat az ereszvonalak ekkor 54,7° - ot zarhatnak be.

Eszrevételek:

E1. A feladat szovegébdl nem deriil ki, hogy élgerinc vagy hajlatgerinc esete 4ll - e fenn.
Ehhez tekintsiik a 2. abrat! ( Ezt mar korabban is megmutattuk.)

2. abra

Itt e; és e, az élben metszddo két tetdsik ereszvonalai, t; és t, pedig a vapaban metsz6do
két tetdsik taréjvonalai. Latjuk, hogy a tetdsikok lapszoge ugyanaz, ha €, ¢, @, ugyanaz
a két tetore. A szerkezeti elem szempontjabol annyi a kiilonbség, hogy az ¢lhez tartozd



szarugerenda fellilrél nézve domboru, a védpahoz tartozé pedig homoru.
Osszegezve: a feladatban mindegy, hogy élrél vagy vaparél van - e sz0.

E2. Az (K) egyenletbdl is kovetkezik, hogy ha az ereszvonalak merdlegesek egymasra,
akkor merdleges lapszog nem érhetd el hegyesszogi tet6hajlasokkal: az € = 90° esetén
eléallé cos Y = — cos @4 - cos @, 0sszefliggésben hegyesszogl tetbhajlasok esetén a jobb
oldal negativ, ezért a lapszog tompaszdg lesz. Ha egyik vagy mindkét tetdsik fliggdleges,
akkor merdleges ereszsarok esetén is eldallhat a derékszogi lapszog. Ez a helyzet tetoknél
mar nem megengedett: a fliggdleges sika épiiletszerkezeteket ugyanis falaknak nevezziik.
Javasoljuk, hogy az érdekl6dd Olvaso készitsen vézlatrajzokat az imént leirt geometriai
helyzetekrol!

E3. Lathato, hogy a ( K ) képletben a ¢, és ¢, mennyiségek szimmetrikusan szerepelnek,
igy akar egymassal fel is cserélhetOk. Ezt elmondhatjuk a 4. eset eredményeivel kapcso -
latban is.

E4. Fel kell tenni a kérdést, hogy a fenti két példa esetében milyen helyzetii sikban he -
lyezkedik el pl. az élgerinc. Ennek megvalaszolasat mar rabizzuk az érdeklédé Olvasora.

---------------------------

M5. Talan meglepdnek is mondhatd, hogy az ,,olyan kis artatlan” - nak tiind ( K ) képlet
alkalmazasa mekkora nehézségeket is okozhat. Jobb, ha gyakoroljuk a hasznalatat!

M6. A figyelmes Olvasonak nem lesz meglepd, ha itt ismét a Tetégeometria tantargy €s a
kapcsolt tan - és szakkonyvek, folyoiratok jelenlegi hianyara és azonnali sziikségességére
hivjuk fel a figyelmet, az acs szakképzés vonatkozasaban is. Ugyanis az itteni gyakorla -
tokhoz hasonloknak is helye van egy leendd tetdgeometriai példatarban. Kiilfoldon mar
régota vannak ilyenek: nyomtatott kiadvanyok és internetes oldalak formajaban is. A szint
— hogy milyen olvasokdzonséget céloznak meg velilk — az egyaltalan nem mindegy. Igy
pl. a [ 2 ] mli szakmunkdsok, a [ 3 ] honlap pedig inkabb technikusok, mérnokok érdekld -
désére tarthat szamot.

M7. Hogy nem teljesen kitalacid a szogvasbol készitett élszaru, azt alatdmaszthatja a

3. abra is. Az itteni templomtorony - vaz szerkezeti részleteir6l nincsenek részletes infor -
macioink. ( Itt élszaruvas lehetne a helyénval6 kifejezés, az €lszarufa mintajara. )

A 4. abra szovegében olvashatjuk, hogy ontottvas szerkezetrdl van szo, a tervezés / épités
idejében. Azobta ez valtozhatott. Tény, hogy e templom ma is Vac egyik latvanyossaga.



3. &bra — forrasa: [ 4 ]

A templom tornya tigyében is stirgdsen lépni kellett. Kempe Edmund a templomra 6ntott vas
tornyot tervezett. ...

A lyukas torony miatt sok kellemetlenség keletkezett. A gytilekezet folyamatosan gyjtott, de a
pénzt mindig elvitte valami mas. Mar 1869-ben a gyiilekezet gondnoka - Pertzian Gusztav - azt
javasolta, hogy pléh tablakkal kellene beboritani. 1927-ben a gytilekezeti éptiletek tervezésekor
is el6kertilt a téma. Akkor Sandy Gyula épitészt kérték fel, hogy az épiiletek tervezésével egy
idében a torony boritasat is készitse el6. O akkor, ezt mondta: “A torony 1igy j6, ahogyan van!”.
Soha tobbet nem kertilt el6 az otlet.

4. abra — forrdsa: [ 5 ]
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